Daena: International Journal of Good Conscience. 15(1)16-27. Mayo 2020. ISSN 1870-557X

El Significada Cuantitativo del Crecimiento Exponencial

(Cuantitative Meaning of Exponential Growth)
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Resumen. Se describen e explican analiticamente, los crecimientos de tipo exponencial y logistico
de las poblaciones. Se presentan ejemplos simples para mejor ilustracién del concepto. Se
mencionan de forma breve las implicaciones analiticas y practicas de estas clases de expansion
poblacional.
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Abstract. Population exponential y logistic growth are described and explained. Simple examples
for better comprehension are presented. Analytical as well as practical implications of these types
of piopulation gouwth are noted briefly.
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En discutir la expansion del universo desde el Big Bang o el enorme cambio socio-
econdmico ocurrido en el Planeta desde la Revolucion Industrial, se ha usado la palabra “expansion
exponencial” 0 “crecimiento exponencial”, asumiendo que se conoce el significado verdadero de
éstos términos. A lo mejor se sub-estima el poder intelectual del entendimiento del publico en
general, sin embargo, no es inusual escuchar la palabra “exponencial” utilizado por reporteros bien
educados, los gurls de las medias informativas, los politicos y los directores generales de las
empresas prestigiosas en una manera que claramente indica que ellos no entienden completamente
su significado o su enorme implicacion. De hecho si hubieran comprendido este término hubiera
sido mucho mas sencillo convencer a estas gentes sobre la urgencia de pensar de forma correcta y
estratégica acerca de desafios en largo plazo sobre el desarrollo sustentable. Por tato, debido al
enorme relevancia del término de “expansion exponencial”, seria bueno elaborar sobre su
significado y sus implicaciones.

La palabra “exponencial” es una de éstas palabras técnicas como “momento”, 0 “cuanto”
que se originaron en el contexto cientifico con una definicidn precisa, pero han entrado en el
lenguaje comdn porque transmitan un concepto Util que no ha sido comunicado de forma correcta
en nuestra idioma. Coloquialmente, con la frase “crecimiento exponencial” se entiende una idea

de crecimiento rapido. En realidad el crecimiento exponencial comienza despacio, casi
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inconspicua antes de transitar de forma suave a lo que podemos Ilamar crecimiento rapido. Pero
en realidad este es mucho mas de lo que pensamos (Southwood, 1978; Pratt, 1995).

Una poblacion que crece exponencial, se define matematicamente como una que la tasa del
crecimiento de su tamafio (por segundo, por minuto, por dia, por semana, etc.) es directamente
proporcional al tamafio inicial de la poblacion que ya esta alla. Por tanto, a mayor tamafio de la
poblacidn también es mayor la tasa de crecimiento. Por ejemplo, cuando el tamafio de la poblacion
la cual crece de forma exponencial, se duplica, la tasa al cual ésta incrementado también se duplica,
en otras palabras, crece méas rapido a medida que se incrementa en el tamafio. Creciendo asi sin
ningun control, tanto la poblacién como su tasa de crecimiento se incrementaran infinitamente
grande.

La gente esta familiarizada con el crecimiento exponencial en su vida diaria, la frase “la
tasa de crecimiento por unidad de tiempo es directamente proporcional al tamafio o la cantidad
disponible en este momento™ equivale a que “el porciento del crecimiento es constante”. Estas
frases suenan bastante inocuas. Este es nada mas que el interés clasico compuesto utilizado por los
bancos para calcular la tasa de retorno sobre la inversion de una persona. Por tanto, cuando los
presidentes, los ministros financieros, los primer ministros y los directores generales de las
empresas anuncian que sus paises 0 sus organizaciones estan creciendo a un tasa de 5% este afio o
el banco anuncia que la tasa interés de su inversion es igual a 5%, en realidad indican que éstas
estan creciendo exponencialmente y que la tasa absoluta del crecimiento en el proximo afio va a
ser 5% mayor que lo que fue el presente afio. De hecho, cuando el presidente de forma triste indica
que la economia solamente creci6 a un tasa de 1.2% este trimestre, en realidad esta diciendo que
la economia crecid exponencialmente y todavia estamos en la via de crecer mas y mas rapida a la
medida que el volumen de la economia sea mayor, solamente a una tasa mas lenta. Bajo una tasa
constante de crecimiento, todo el mundo esta poniéndose mas rico y mas prospero, por tanto, no
hay ninguna sorpresa que en la actualidad estamos enganchados o adictos a una droga llamad
“crecimiento exponencial”, lo cual es una manifestacion explicita del gran éxito de nuestra
dinamica economica.

El crecimiento de un sistema digase una economia 0 una poblacion se presenta
normalmente por medio de una cantidad llamada el “tiempo de duplicacion”, lo cual es
simplemente, el tiempo que se tarda para que el tamafio del sistema se duplica. El crecimiento

exponencial se caracteriza por tener un “tiempo de duplicacion constante”, lo cual parce sin peligro
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hasta que una se dé cuenta su implicacién verdadera. Por ejemplo, Se llevara el mismo tiempo para
una poblacién a duplicar desde 10,000 a 20,000, y por tanto agregar solo 10,000 personas, como
si fuera de 20 millones a 40 millones, por ende agregando una cantidad enorme de 20 millones de
personas (Badii et al., 2007; Badii y Castillo, 2008). Asombrosamente, el tiempo de duplicacion
de la poblacion global ha disminuido sisteméaticamente, por ejemplo se tom¢é 300 afios desde 1500
a 1800 para que la poblacién se duplicara de 500 millones a un billén (mil millones), pero luego
solo 126 afos (1804-1930) para duplicarse a 2 billones y solamente, 45 afio (1930-1975) para
duplicarse otra vez para llegar a 4 billones. Por tanto, hasta muy reciente, hemos incrementado a
una tasa aceleradora lo cual es de hecho més rapido que un crecimiento exponencial puro! A pesar
de gue esa aceleracion se ha puesto mas lento durante los Gltimos 50 afios, pero todavia estamos
creciendo a una tasa exponencial (Badii y Guillen, 2010, Badii et al., 2010a, 2010b, 2012, 2014).

Modelos estadisticos

Suponemos que durante un periodo donde observamos el crecimiento poblacional, la tasa
de crecimiento per cépita es constante. Una hembra en término promedio produce dos hijas en la
siguiente generacion; dos hembras producen cuatro hembras, diez hembras producen veinte y asi
sucesivamente. En otras palabras, si la tasa de crecimiento es constante, entonces la tasa al cual la
poblacion en su conjunto crece es una simple maltiple del nimero de individuos presentes en la
poblacién. Una poblacion con 10 hembras reproduce 10 veces mas rapido gque una poblacién con
solo una hembra, a pesar de que la tasa de crecimiento por hembra (capita) es similar. A este tipo
del crecimiento se refiere a “crecimiento exponencial”, a veces también se le denominan como
crecimiento geometrico o logaritmico. En los organismos que reproducen solamente durante una
estacion del afio, el calculo del crecimiento poblacién es muy sencilla (Deevey, 1947; Morris,
1947a; 1947b; Bellow et al, 1992; Badii, et al, 2000). En el ejemplo mencionado arriba, cada
hembra produce dos hembras para la siguiente generacion, y cada macho (en caso de la
reproduccion sexual) produce dos machos. Una condicion adicional es el reemplazo completo de
una generacion por la siguiente generacion. De alli sigue que con cada generacion la poblacion se
duplica en el tamafio. Por ejemplo, si empieza con 10 individuos, en la siguiente generacion

tendremos: 2 x 10 = 20 individuos, la generacion subsecuente: 2 x 2 x 10 = 40 individuos y etc.
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1.- Modelo exponencial

Para generalizar, suponemos que la tasa neta de reemplazo por generacion sera “Ro” (en
el ejemplo arriba Ro = 2), deja que “No” sea el tamafio de la poblacién al inicio, la “N” sea el
tamanfo de la poblacion durante la generacion reproductiva, y la “t” sea nimero de generaciones,
entonces (Lotka, A.J., 1925; 1948; Southwood, 1978; Badii y McMurtry, 1984; Badii et al, 1990;
Badii y Hernandez, 1993, Gotelli, 2001):

N=R% No

Suponer Ro = 2, y comenzamos con No = 1000 individuos, los cuales van a crecer durante 5
generaciones. El tamafio de la poblacion, entonces debe ser

N = 2°x 1000
=32 x 1000
= 32,000

Vamos a tomar un segundo ejemplo imaginario, en donde usted observé que una poblacién
incremento su tamafio por 50% en una generacién. ¢Qué tamafio usted espera que esta poblacion
tenga después de tres generaciones? En este caso, Ro = 1.5. Después de 3 generaciones, el tamafio

esperado de la poblacion seria

N = (1.5)3 No
=3.375 No

Problema. Cierta especie de un insecto reproduce en el verano y deja solamente huevecillos para
sobrevivir el invierno. Una poblacion local de esta especie fue observada que incremento de 5,000

a 6,0000 individuos durante un afio. Predice el tamafio de la poblacidn después de 2 afios
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Respuesta. La especie se reproduce durante una estacion del afio. Su tasa de crecimiento por

generacion (Ro) es 6,0000/5,000 = 1.2. Por tanto, después de 2 generaciones:

N = (Ro)! No
= (1.2)2 x 5,000
=7.200

Ahora vamos a considerar un caso opuesto de crecimiento exponencial, lo que se encuentra en las
poblaciones donde reproduccién ocurre todo el tiempo y no solo durante una generacion. La
ecuacion que describe este caso se puede usar de forma aproximada para el caso anterior
(reproducciodn durante un tiempo especifico y no-continuo). La precision de la prediccion en este
caso se incrementa con el nimero de generaciones de forma proporcional. Por esta razén la

ecuacion siguiente es la méas general para el crecimiento poblacional:

dN/dt =rN
= (bo —do)N

Donde,

N = Ndmero de los individuos en la poblacion en cada momento dado

t = Tiempo, medido en cualquier unidad (segundo, minuto, hora, dia, mes, afio, etc.)

r = Un constante Ilamado, “tasa instantanea del crecimiento”, o el pardmetro Maltusiano, su valor
depende en unidades de tiempo seleccionado
bo = Tasa de nacimiento del individuo: el nimero de progenies que un individuo tendra, en término
medio, por unidad de tiempo; el suscrito “o” indica que ésta tasa del nacimiento se mide
cuando la poblacién es muy pequefia (“N” esta cerca de cero), o que la poblacion esta

creciendo muy rapido si fuese muy pequefio en el tamafio

do = Tasa de mortalidad por individuo: promedio de las muertas por cada individuo por unidad
de tiempo (si uno en diez mueren por cada dia, entonces “do” = 0.1 individuos por
individuo por dia), de nuevo el subscrito “o” tiene la misma definicion que para el caso de

‘Cbo,’
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La ecuacion arriba indica que dN/dt, la tasa del crecimiento por unidad de tiempo es igual a un
constante multiplicado por el tamafio de la poblacion ya existente (“N”). Este constante (tasa
instantnea del crecimiento) es la diferencia entre la tasa de los individuos nacidos por cada
individuo y la tasa de los individuos muertos por cada individuo, en otras palabras, la “r” es igual
a“bo —do”. El pardmetro “r” varia entre diferentes ambientes; en los ambientes pobres (en término
de los recursos), el valor de “do” es mayor que el valor de “bo”, y de hecho cuando “do” es mayor
que “bo”, la “r” serd un valor negativo, es decir, el tamafio de la poblacion disminuye
exponencialmente. Cabe sefalar que las tasas del nacimiento y mortalidad individual, casi nunca
son constantes a traves del tiempo aun en el mismo ambiente. Estas tasas desvian del “bo” y “do”
a medida que cambia la “N”, en una manera que normalmente existe algun valor de “N” para el
cual, las “bo” y “do” son iguales y por tanto el valor de “N” ya queda constante y sin cambio. A
pesar de todos estos puntos, existen condiciones donde durante un periodo de tiempo, por lo menos
la poblacion crece, como si fueran esta 3 parametros “r”’, “bo”, “do” constantes. Esto, en el mundo
real ocurre cuando el tamafio de la poblacién esta bastante por debajo de la capacidad de soporte
ambiental (la poblacion méxima sostenible por el ambiente).

La ecuacion del crecimiento exponencial de la poblacion se puede utilizar para proyectar
tamafos poblacionales durante un nimero limitado de generaciones para este ambiente especifico.
En hacer esto, hay que recordar la magnitud que la “r” puede tomar. Los ec6logos opinan, al menos
en teoria, que cada poblacion viviendo en un ambiente Gptima, con recursos abundante, factores
fisico-quimico ideales y libre de depredadores, parasitos y enfermedades, su valor de “r” alcanza
el maximo posible llamado rmax, la “maxima tasa instantanea del crecimiento”. Obviamente, el
valor realizado o real de la “tasa instantanea del crecimiento” en la mayoria de los ambientes menos
Optimos son bastante por debajo de rmax. Por ejemplo, a pesar de que los valores reales de “r” para
la poblacién humana son muy altos para generar explosion poblacional actual, todavia estan varios
niveles por debajo de posible rmax, €l valor que se consigue si la humanidad hiciera su esfuerzo

maximo reproductivo en un ambiente favorable.

Problema. Una poblacion de una especie de insecto crece exponencialmente y su valor de “r” fue
calculado igual a 0.111 por dia. ¢(Cual seria la tasa de crecimiento de la poblacién de 100

individuos?
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Respuesta. La poblacion crece a una tasa de rN = 0.111 x 100 = 11.1 por dia.

Problema. Entre 1700 y 1800 A.D., la poblacién humana a nivel global creci6 de forma estable.
Esta poblacion crecio de aproximadamente 600 millones a 800 millones durante éste lapso del

tiempo. ¢Cual fue el valor de “r”*?

Respuesta. La tasa del crecimiento “r”” se puede calcular de forma aproximada como:

[(900,000,000 - 600,000,000) / 600,000,000] por 100 afios
= 300,000,000 / 600,0000,000] por 100 afios
= 0.5 por 100 afios

=0.5/100

= 0.005 por afio
Esta estimacion, de hecho es un poco arriba de lo real, ya que no tome en cuenta que la poblacién
crecia de forma continua durante cada afio bajo el estudio. Un valor mas preciso (r = 0.004) se
puede obtener, utilizando la solucion de ecuacion diferencial del crecimiento que lo presentamos

mas adelante.

Problema. Por el afio de 1959, la poblacion humana habia alcanzado el valor de 2,907,000,000 y
estaba creciendo ain mas rapido que los tiempos anteriores. A nivel global, la tasa de nacimiento
era 36 por 1000 personas por afio y la tasa de mortalidad era 19 por 1000 personas por afio. ¢Cual
era la tasa de crecimiento de la poblacion humana en 1959?

Respuesta. La bo = 36/1000 = 0.036 por afio, y do = 19/1000 = 0.019 por afio. Por tanto r = 0.036
- 0.019 = 0.017 por afio. La tasa estimada de crecimiento poblacional en 1959 era: dN/dt = 0.017
x 2,907,000,000 = 49,419,000 personas por afio.

Es necesario mencionar que el valor de “r” es sujeto a cambio en la poblacion humana, debido a
que los % en diferentes grupos de edades cambian. Solamente, cuando las proporciones de varios

grupos de edades se estabilizan, el valor de la “r” serd constante. Estrictamente, hay que basar el
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valor de la “r” en las distribuciones de edades estables. Mientras tanto, debemos considerar el valor
de “r” para el humano como un valor aproximado calculado de las tasas de nacimiento y
mortalidad; a este valor de “r”, los demografos se denominan la “tasa cruda de crecimiento

natural”.

Al resolver la ecuacion diferencial de arriba (dN/dt = rN), se puede obtener, una segunda y
maés Util ecuacion que permite una proyeccion rapida de “N” a través del cualquier tiempo largo

en el futuro o en el pasado que uno desea estimar. Esta ecuacion de crecimiento es

N = No e"

Donde

“No” = el nimero de los individuo al momento que comenzamos la observacion (este puede ser
cualquier punto en el tiempo seleccionado por la conveniencia).

“t” = el tiempo que ha ocurrido después del comienzo de la observacion.

“e” = el constante igual a 2.71828 lo cual es la base de logaritmo natural o Neperiana.

Comenzando con “No” individuos, deseamos conocer cuantos individuos (“N”) habréa después de

“t” horas, semanas, afios 0 generaciones, etc.

Problema. América del sur tiene una de las tasas mas elevadas del crecimiento de la poblacion
humana en el mundo; r = 0.023 por afio.
En 1959, la poblacion de esta region era cerca de 137,000,000. Estime cual era el valor de la

poblacién para el afio 1975.

Respuesta. El tiempo de ocurrido (t) fue 1975 — 1959 = 16 afios.
N = No e"
= 137,000,000 x e©-023x16)
= 198,000,000
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Problema. Cuando unos roedores invaden una bodega nueva, donde las condiciones son ideales
para el crecimiento poblacional, ellos se multiplican a una tasa rapida de R = 0.0147 por dia.
¢ Cuéntos dias son requeridas para que la poblacion se duplique en el tamafio?

Respuesta. Deseamos estimar cuantos dias (“t” en la ecuacién) son requeridos para llevar la “N”
a‘“2N”

N = No e"

=Nox?2
De alli que " = 2. Ya que tenemos que r = 0.0147, Entonces necesitamos resolver el valor de “t”.
En base a logaritmo natural o neperiana sabemos que Ln 2 = 0.693.
Por tanto, rt = 0.693, es decir, 0.0147 * t = 0.963.
Consecuentemente, t = 0.963 / 0.0147 = 47.14 dias.

Conclusién: Mientras las condiciones de la bodega sean ideales para el crecimiento, esperariamos
que la poblacién de roedor se duplica en su tamafio cada 47.14 dias.

2.- Modelo logistico

Crecimiento poblacional obedece la ecuacion exponencial solamente bajo ciertas circunstancias y
por periodos de tiempo corto. Cualquier poblacion permitida de forma milagrosa crecer a una tasa
completamente exponencial, solamente, por unos pocos afos, llegara a pesar el peso del universo
visible y expandiria hacia a fuera a una velocidad cercana a la luz. El ser humano una de las
especies mas lentas para reproducir, podria alcanzar dicho nivel de arriba en aproximadamente,
5,000 afios, si algun poder nos permitiria crecer a multiplicar al nivel actual para la especie.
Claramente, el crecimiento exponencial del hombre y otras pocas especies donde ha sido
registrado, normalmente, bajo condiciones ideales controladas, es un fenémeno de poca duracion.

A través de un tiempo largo, en todos los seres vivos, la dN/dt llagaria a promediar a cero
0 a un valor muy cercana al cero. En otras palabras, la “N”, el tamafio de la poblacién, fluctuaria
por encimay por debajo de algun valor promedio; cada incremento temporal en la poblacion, tarde

0 temprano estaria cancelada por decrementos o incrementos compensatorios (Pratt, 1995). El
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crecimiento logistico ejemplificado por una curva de forma “s” es un tipo de crecimiento donde
las poblaciones que crecen exponencialmente llegan a su limite del crecimiento. Este limite es el
tamario de la poblacion “N” al cual dN/dt es cero y se denomina la “capacidad de porte o soporte
del ambiente” y se simboliza por la letra “K”. Al estudiar crecimiento exponencial y crecimiento
logistico, se nota que los dos parametros “r”’ y “K” son independientes el uno del otro. Una especie
rara en termino de la abundancia (bajo valor de “K”) tendra un valor alto de “r”, esto implica que
esta especie alcanza su “K” muy rapido (Pianka, 1970). Al contrario, una especie abundante con
un alto valor de “K”, tendra un valor bajo de “r”, significando que ésta especie llega a su “K” muy
lentamente (Pearl, 1030; Podoler y Rogers, 1975; Southwood, 1978).

Ahora vamos a examinar el crecimiento logistico en mas detalle. La expresion diferencial
declarando la tasa del crecimiento se denomina la “ecuacion logistica”, frecuentemente referido

como “Ecuacion Logistica de Verhulst-Pearl” (Pearl, 1930) y toma la forma de:

dN/dt = rN ([K-NJ/K)

La cual simplemente, es la “ecuacion exponencial”, multiplicada por el término “([K-N]/K)”. Este
altimo término se incorpora en la “ecuacion exponencial” para indicar que a medida que la “N”
incrementa, la “dN/dt” se disminuye. Cuando N = K, el término de “([K-N]/K)” se iguala a cero,
y “dN/dt” también es igual a cero. Cuando la “N” es cercana al cero, en otras palabra la poblacion
apenas estd comenzando a llenar el ambiente, la “dN/dt” llega muy cercana de “rN”; en otras
palabras, el crecimiento es puramente exponencial. El término “([K-N]/K)” reune nuestra idea
intuitiva simple en donde una poblacion puede crecer y expandir hasta un nivel de equilibrio “K”.
Si el valor de la “N” excede el valor de la “K”, es decir, si la poblacion excede la capacidad de
soporte del ambiente, este término se convierte a un valor negativo y el valor de la “N” acercaria
el valor de la “K” desde arriba (Varley y Gradwell, 1960, 1963, 1971). De hecho cualquier
perturbacion en el tamafio de la poblacion desde la “K” (nivel equilibrio) afectaria la tasa del
crecimiento para que el tamafio de la poblacion se regrese a su nivel de equilibrio. La “K” segun
los matematicos es el nivel estable, persistente o equilibrio. A repetir, la ecuacion logistica, es un
solo modelo del crecimiento, y sin duda, sobre-simplifica como una generalizacién, sin embargo,
provee un ajusta razonablemente buena tanto en poblaciones bajo condiciones de laboratorio como

en el campo natural. En otras palabras, muchas curvas poblacionales permitidos comenzar desde
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el inicio del crecimiento son de forma de la letra “s” (Sigmoidal) y se ajustan a la ecuacion logistica

de crecimiento.
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